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CYCLES EVANESCENTS ALGEBRIQUES ET TOPOLOGIQUES PAR UN
MORPHISME SANS PENTE

PH. MAISONOBE

1. INTRODUCTION

Soit f : X — S un morphisme d’espaces analytiques complexes réduits. Lorsque dim S > 1,
il n’existe en général pas d’analogue de la fibration de Milnor sur un systeme fondamental de
voisinages V,, d’'un point  de X (on peut penser au cas d’un éclatement). De méme, I'image
directe d'un complexe borné a cohomologie C-constructible sur X par fjy pour V dans V, n’est
pas nécessairement C-constructible sur S.

On comprend mieux la géométrie locale du morphisme f si celui-ci est sans éclatement en
codimension zéro au sens de J.-P. Henry, M. Merle et C. Sabbah [H-M-S] et si de plus son dis-
criminant est a croisements normaux. Ainsi que I’a montré C. Sabbah [S4], il existe une suite
complete d’éclatements locaux dans S qui permet de se ramener & ce cas.

Dans la suite, nous supposerons que X est une variété analytique complexe, que S = CP
muni de ses coordonnées canonique. Le morphisme f correspond alors a la donnée de p fonctions
holomorphes fi,..., f, sur X.

Usant de ce stratagéme, F. Loeser dans [L] donne ainsi des résultats sur le développement
asymptotique des intégrales fibres [ =t ¢ de f et sur les poles d’intégrales du type

/ Al 1l 6 dad.
X

Dans [S1], C. Sabbah montre de son cété comment construire des équations fonctionnelles du
type Bernstein :

b(s1,. ... sp)mfit o for = Pmfith. .. footl

ou m est une section d’un D x-Module holonome régulier et ou b est un produit de formes linéaires
affines & coefficients entiers positifs. Dans [S5], il utilise ces équations fonctionnelles dans le cas
d’un morphisme sans éclatement en codimension zéro et & discriminant & croisement normal
pour retrouver le résultat de F. Loeser. Dans sa these [R], O. Roualland poursuit dans cette
direction et donne dans ce cadre une généralisation des résultats de D. Barlet et H.-M. Maire
(voir [B-M]) sur le développement asymptotique d’intégrales fibres & une variable.

Soit f = (f1,...,fp) : X = CP, ou X est une variété analytique complexe. Soit ¥ un sous-

espace analytique de X, notons par F' le produit f; - - - f, et désignons par Wﬁ’y I’adhérence dans
T*X x CP de

~ _ dfi(x) .
{x,f—l—Zsi 5 81,5, 8p) 5 (2,6) € Ty X et (s1,...,8y) € CPL.
i=1 ¢
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Nous observons dans [B-M-M1] que les composantes irréductibles de Wﬁy N F~1(0) sont conte-
nues dans une réunion d’hyperplans vectoriels définis par des équations a1s; + -+ aps, =0 a
coefficients entiers positifs. Nous appellons ces hyperplans les pentes de f}y. Nous caractérisons
dans [B-M-M2] les morphismes sans pente, c’est a dire ceux dont les pentes sont réduites aux
hyperplans de coordonnées de CP.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

— Jflv est sans pente,

— flv est sans éclatement en codimension zéro et son lieu discriminant est contenu dans les
hyperplans de coordonnées de CP.

Dans [B], J. Briancon avait étudié les germes de morphismes sans pente sur une variété ana-
lytique lisse. Il avait montré qu’ils sont caractérisés par une condition (7) dite de transversalité.
Il obtenait que si f : C — Cf’o est sans pente et f~1(0) est lisse, il existe un changement de
coordonnées & la source et des entiers ay, ..., a, tels que f(z1,...,z,) = (z7,...,2").

Définition Si A est une variété lagrangienne conique de 7% X, nous disons que le couple (f, A)
est sans pente si pour tout 7y X composante irréductible de A, le morphisme (f;,, ..., fi, )y est
sans pente ott {iy,...,i,} est le sous-ensemble des indices i de {1,...,p} tels que f;y # 0.

L’objet de cet article est de développer pour un morphisme une théorie des cycles évanescents
d’un faisceau & cohomologie C-constructible et d’un systeme différentiel holonome régulier de
variété caractéristique A sous ’hypothése que le couple (f, A) soit sans pente.

Etude Algébrique :

Soit X une variété analytique complexe et M un Dx-Module holonome régulier de variété
caractéristique car M. Quitte & remplacer M par son image directe sur le graphe de f, nous
pouvons supposer que les hypersurfaces H; = f;l(O) sont lisses et que leur réunion forme un
diviseur a croisements normaux. Nous montrons dans la section 3 que les assertions suivantes
sont équivalentes :

— Le couple (f,car M) est sans pente,
— Le couple (H = (Hy,...,Hp), M) est sans pente : toute section m de M satisfait pour tout
i €{1,...,p} des équations fonctionnelles

0
bz(tlaT)m S ‘/bp,ﬂo(l)x)tim,

ou Vp,. o(Dx) est le terme d’ordre 0 = (0,...,0) de la V-multifiltration de Dx indexée
par ZP relativement & H et (z1,...,2n,%1,...,t,) un systéme de coordonnées locales de X
dans lequel H; a pour équation t; = 0.

Supposons que (H = (Hy,...,H,), M) soit sans pente. Dans la section 2 sur les systémes
différentiels sans pente nous montrons que :

— M est muni d’'une VH-multifiltration canonique notée V.(M) du type Malgrange-Kashiwara.
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Cette multifiltration permet de définir par exemple les cycles évanescents de M comme le gradué
d’orde 0 de la mulfiltration canonique de M :

THM = gry M.

C’est un Dpppy,-Module cohérent muni de I'action des opérateurs E; = ti% (¢ € I) qui com-
mutent entre eux. Soit I C {1,...,p}, notons I¢ son complémentaire et H; = (H;,i € I). Nous
avons de plus :

— Le couple (Hy, M) est sans pente.
— Pour tout ky € Z', le couple (Hlu,grﬁM) est sans pente.
~ Pour tout (kg ki) € Z' x Z1" :
Hjc H
grl‘;cI grl‘(/I IM:grl‘(/LkIcM.
En particulier, nous obtenons :

— pHe (pH L) = H)L
~ UHM = UHe .. wH2 g g
— Les foncteurs WHr, ... ¥ appliqués & M commutent.

A noter que la régularité du Dx-Module M intervient dans le calcul de la variété caractéristique
de Dx|[s1,...,spImfi' ... fp?. Ce calcul utilise en effet les résultats de [S2] (théoréme 3.2) qui
passent par une résolution des singulatités permettant de se rameéner a I’analyse d'un Dx-Module
holonome régulier a croisement normal.

Par symétrie avec ’étude topologique qui suit, signalons que suivant [Sc-Sc], si (H, M) est
sans pente, les images directes locales de M par le morphisme (¢1,...,%,) sont & cohomologie
cohérente et ont comme variétés caractéristiques une réunion d’espaces conormaux aux hyper-
plans de coordonnées.

Etude Topologique :

Soit F un complexe de faisceaux a cohomologie C-constructible. Notons car F sa variété ca-
ractéristique et supposons que le couple (f,car F) soit sans pente.

Un fait remarquable est que I’hypotheése sans pente assure a ’aide de résultats de M. Kashi-
wara et P. Schapira [K-S] :

— Les images directes locales de F par le morphisme f sont & cohomologie C-constructible.
— Leurs variétés caractéristiques sont réunions de conormaux a des intersections d’hyperplans
de coordonnées de CP.

On peut alors suivant P. Deligne [D] considérer les diagrammes cartésiens :

FH0) 5 x L xr=Xx-FY0) <& X
\J L L Lf
{0y - cr (C*)P &£ cr,
ot CP est le revétement universel de (C*)?, p le morphisme :

Cp — (C*)p : p(Zl, ey Zp) — (eQiﬂZ17. . 7e?iTrzp)7
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et 7 , j les morphismes d’inclusion. Nous posons alors :
\ijf: iile*p*piljil-’ra
qui est muni d’opérateurs de monodromies M, ..., M, qui commutent entre eux.

C. Sabbah avait défini pour F et f quelconque dans [S3] un analogue de ce complexe sous le
nom de complexe d’Alexander de F.

Sous nos hypotheses, il résulte des propriétes des images directes locales de F par le mor-
phisme f :

~ Ws(F)o = RI(B.N f~1(t),F) ou B est une boule assez petite de X centrée a l'origine et
t € (C*)? assez proche de lorigine.

Sil={i1,...,0r} et I° = {ip41,...,9p}, notons fi = (fi,,..., fi,), nous montrons alors :

— U, F est a cohomologie C-constructible.

— La variété caractéristique de W¢(F) n’est autre que la réunion des Wy y N f=1(0) ou T3 X
décrit les composantes irréductibles de car F non contenues dans F~1(0) et Wy y désigne
I'espace conormal relatif au morphisme fjy qui est 'adhérence des conormaux aux fibres
lisses de fly.

— Le couple (¥, F,car (¥ F)) est sans pente.

— Les morphismes naturels Wy (V5. F) = U F < Vg (V5 F) sont des isomorphismes com-
patibles aux monodromies.

U F =y, VU T

— Les foncteurs Wy ,..., Wy appliqués a F commutent.

Synthese :

Soit M un Dx-Module holonome régulier et F un complexe a cohomologie C-constructible
de variété caractéristique A. Posons :

Solx M = RHomp, (M,Ox).

Pour p = 1, suite aux travaux de B. Malgrange [M] et M. Kashiwara [K2], de nombreux
résultats ont été établis sur WH M. En particulier, ¥ M est un Dx-Module holonome régulier
supporté par f~1(0), W7 M et W ;(Solx M) se correspondent par la correspondance de Riemann-
Hilbert de M. Kashiwara [K3] et Z. Mebkhout [Meb] : Soly (W7 M) = W ;(Solx M) et la mono-
dromie sur ¥¢(Solx M) se calculent & l'aide de I’action de I'opérateur d’Euler sur M (voir par
exemple les notes du cours au CIMPA [M-M]).

Soit p > 1. Suposons le couple (f,A) soit sans pente. Les formules itératives :
UHM = 0He . GGV et U F =0y - Uy Uy F
permettent par exemple d’obtenir :

— Le szHk—Module est régulier.
— Si F est pervers, alors U, F est pervers.
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- Solqr g, (VHM) = W4 (Solx M) et pour tout 1 < k < p, la monodromie My, sur ¥ ;(Solx M)
correspond & 'action de e~ 27 Fk
Morphismes sans éclatement en codimension zéro et morphismes sans pente

Terminons cette introduction par quelques remarques sur les morphismes sans éclatement en
codimension zéro et les morphismes sans pente qui témoignent de leurs importances.

Nous avons rappelé qu'une suite d’éclatements au but transforme tout morphisme en un
morphisme sans éclatement en codimension zéro. Rappelons quelques unes des propriétés des
morphismes sans éclatement en codimension zéro. (voir [H-M-S]) :

— Les morphismes sans éclatement en codimension zéro sont stables par changement de base
au but.

— Sinous complétons un tel morphisme par une forme linéaire générique, il reste sans éclatement
en codimension zéro.

— Les morphismes finis sont sans éclatement en codimension zéro.

Les morphismes sans pente apparaissent alors naturellement par un changement de base
résolvant le discriminant d’un morphisme sans éclatement en codimension zéro.

Les singularités S quasi-ordinaires de dimension d sont les singularités qui admettent une
projection finie sur C? non ramifiée en dehors d’un diviseur & croisement normal. Elles donnent
des familles d’exemples de morphismes sans pente. Ainsi si S est une hypersurface a singularité
quasi-ordinaire de C™ définie par une fonction analytique f et 7 la projection quasi-ordinaire
associée, le couple (m,car U;C) est sans pente. Dans [G-G], P. Gonzalez Perez et M. Gonza-
lez Villa étudie la fibre de Milnor d’une telle fonction f. Notre travail donne dans ce cas des
informations sur ¥;C ou sur le module holonome régulier qui lui correspond. Les morphismes
quasi-ordinaires sont obtenus par changements de base au but de morphismes finis. Ils sont a la
source de la méthode de Jung de résolution des singularités (voir [Li]).

Remerciements

J’exprime tous mes remerciements & M. Merle et C. Sabbah. Ils sont autant par leurs travaux
que par de nombreuses discussions a l'origine et a la conclusion de ce travail.

2. CYCLES EVANESCENTS DES SYSTEMES DIFFERENTIELS SANS PENTE

Soit X une variété analytique complexe de dimension n+p. Nous désignons par Ox le faisceau
des fonctions holomorphes sur X et par Dx celui des opérateurs différentiels holomorphes.

Dans la suite, nous fixons p hypersurfaces lisses Hy, ..., H, de X d’idéaux [J1,...,J, dont la
réunion forme un diviseur & croisements normaux. Notons H l'ensemble {Hy,...,H,} et pour
k = (ki,...,kp) € ZP, nous poserons J* := [[7_, jf, avec la convention que jlk = Ox pour

k; < 0. Ci-dessous, ZP sera muni de son ordre partiel naturel , et on noterak <1< k <let k #1
et 1, =(0,...,1,0,...,0) ou le 1 est placgé a la i-eme place.
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Définition 1. Pour k € ZP, et x € X, nous posons :
(Vi'Dx)s :={P €Dx. | YmeZ", P(T™) C I},
que nous noterons (VikDx )y st aucune confusion n’est a craindre.

De maniére tout a fait analogue au cas ot p = 1 ([K2], voir aussi [M-M], [S1]), nous définissons
alors une filtration croissante Vi Dx de Dx indexée par ZP, qui satisfait a

Vk(DPx)Vm(Dx) C Vitm(Dx),
avec égalité si les composantes de k et m ont méme signe.
Soit I C {1,...,p} et I¢ son complémentaire. En notant Hy = {H; };c1, nous avons pour tout
k; € VAR

H
Vio Dx = E Vi ke Dx = U Vit ke Dx -
kic €Z1°¢ kic €Z1¢

Pour I = {i} et k € Z, VkH“}DX noté V;*Dy, n’est autre que le terme d’ordre k de la
V-filtration de Dx le long de 'hypersurface H; et nous avons :

VeiDx = (V' Dx.

iel
Soit I C {1,...,p}, sur chaque anneau gradué :
VvHI VoDx
eV (VoDyx) = 07X
o ( ) > ier Vo-1,Dx
sont définis les champs d’Euler E; (i € I) induits par I’action de ti% dans un systeme de coor-
données locales (z1,...,xn,t1,...,tp) tel que J; = (¢;). Ces opérateurs commutent deux & deux.

La notion de bonne V-multifiltration pour un Dx-Module cohérent M a été introduite dans
[S1]. Une telle multifiltration croissante U M est indexée par ZP. Pour k € ZP, nous utilisons la
notation U.-x M pour Zk,<k Uy M. Si nous nous donnons une partition {1,...,p} = TUI° nous
posons :

Ucki ke M = E U i, M.
ki<k1

Nous avons des propriétés complétement analogues & celles des bonnes V-filtrations lorsque
p =1 ([K2], voir aussi [M-M], [S1]). Par exemple, nous avons :

— Une V-multifiltration U M de M (i.e. qui satisfait & ViiDx .UM C Uyt M) est bonne
si et seulement si, localement, elle est engendrée par un nombre fini de sections locales
(mj)jes : pour tout j € J, il existe k; € ZP tel que Ux M = ZjEJ Vieti;Dx .myj et cela pour
tout k € ZP.

— Deux bonnes V-multifiltrations U M et U’ M sont comparables localement, c’est & dire que
localement il existe kg € NP tel que pour tout k € ZP on ait :

Ut_ss M C UM C Ujys, M C Ui oo M.

— Dans une suite exacte courte de Dx-Modules cohérents, une bonne V-multifiltration du
terme central induit une bonne V-multifiltration des termes extrémes.
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Considérons une bonne V-multifiltration U M d’un Dx-Module cohérent M. Elle engendre
une bonne VHi-multifiltration U.H1 M de M défini pour tout k; € Z' par

UM = Y UgueM= | Ukaac M
kic €Z1° kic €Z1°
Chaque UEIM est un VOI:IIDX—Module cohérent. Pour tout J C {1,...,p} disjoint de I, I'an-
neau VOII{IDX est muni d’'une VHi-multifiltration indexée par Z’ dont le terme d’ordre kj est
VHIUH"DX. La notion de bonne VHi_multifiltration d’un VOI?IDX—Module cohérent se définit de

O1.ky
manieére analogue & ce qui a été vu ci-dessus, et satisfait a des propriétés similaires. Le Module

UEIM est alors muni de la bonne VHi_multifiltration dont le terme d’ordre k; € Z”? est
H; 77H H;UH
UkJJ(UkIIM) = kI,IkJ ‘M.
De méme, chaque I-multigradué gr%HIM = U]I:IIIM / UE&IM est gr(‘,/IHIDX—cohérent et muni
d'une bonne VI -multifiltration préservée par les champs d’Euler E; (i € ) :

H, Uighe "M +UZ M Uigher " M
Uy (g, M) = —= U s — = UHIuHJI]’WJ UHE
<kg ki, ky N <ki

Le gradué d’ordre kj est :
grU,HJ (gI‘U'HI M) _ UETEJHJM/UEIEJHJ N U?lilM
kj k1 — ;rHUH H;UH H
kst M/ Uiglci, M N U M

H;UH;
UkI,kJ M

H{UH; H{UH; H; :
K<k, M+ U "M NUZ, M

Définition 2. Soit M un Dx-Module cohérent.

(1) On dit que le couple (H, M) est multispécialisable sans pente si au voisinage de tout point
de X, il existe une bonne V-multifiltration U (M) de M et des polynomes b;(s) € C|s]
(i €{1,...,p}) tels que pour tout k € Z?, b;(E; + k;)Ux M C Ux_1,M.

(2) On dit que le couple (H, M) est multispécialisable sans pente par section si, pour toute
section locale m de M, il existe des polynomes b;(s) € C[s] (i € {1,...,p}) tels que
bZ(EZ)m € V(),]_iD)(.m.

Proposition 1. Les deux définitions 2.1 et 2.2 sont équivalentes et si la condition 2.1 est
satisfaite pour une bonne V -multifiltration de M, elle l’est pour toute.

On dira simplement que (H, M) est sans pente lorsque ces propriétés sont satisfaites. Pour
toute section m de M, on notera b; ,,, le polynéme unitaire de plus bas degré tel que b;(E;)m €
Vo—1,Dx.m et b;y (ar) le polynome unitaire de plus bas degré tel que, pour tout k € ZP,
bi,U_(M)(Ei + ki)UkM C Ux_1,M.

Preuve : Supposons (H, M) multispécialisable sans pente par section. Soit une V-multifiltration
U (M) de M. Localement, cette multifiltration est engendrée par un nombre fini de sections
locales (m;);es de poids k; € ZP. On en déduit alors pour tout k € ZP et i € {1,...,p} :

11 biim, (B + ki + k) UM C Ue—a, M,
jEJ
otu kj = (kj1,...,kjp). Ainsi, toute bonne V-multifiltration de M satisfait la définition 2.1.



164 PH. MAISONOBE

Soit une V-multifiltration U (M) de M vérifiant 2.1. Soit I C {1,...,p} de cardinal p — 1 et
{i} =1¢. Pour tout m € M , il existe [; € Z et 1; € Z' tel que m € Uy, 3, = Ullf*(UlI:IIM).

Considérons le VOI:IIDX—Sous—module cohérent VOII{IDX -m de UII;I M. 11 est muni de deux
VHVIID g -multifiltrations.

— La premiere, (V7 VOII{IDX) -m, est celle engendrée par m. Elle est bonne par définition.

— La seconde est la filtration du VOI:IIDX—sous—module VOI?IDX - m induite par la bonne
VHZ'VOII{IDX multifiltration U.H”(UIII{IM ). Elle est aussi bonne d’apres les propriétés vues
plus haut.

Elles sont donc comparables et il existe donc un entier r > 0 tel que :
U (M) N Vel Dxm € VI (Vg Dxm).

Il en résulte :

b v (M) (Bi+li—r+1)--- bi,u () (Ei + 1;)m € Vo_1,Dxm.

Cela montre que (H, M) est multispécialisable sans pente par section.

Théoreme 1. Sile couple (H, M) est sans pente, il existe une unique V-multifiltration globale
note V.(M) telle que les parties réelles des racines des polynomes b; v (ary soient dans l'intervalle
[—1,0[. De plus, nous avons pour tout x € X etk € Z? :

(ViM)y ={m € My ; Rea > —k; — 1, Va € b, (0) et 1 <i < p},
ou Rea désigne la partie réelle du nombre «.

On appelle cette bonne V-multifiltration, la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara (ou
multifiltration canonique de M).

Preuve : Supposons (H, M) sans pente. On montre comme pour p = 1, en utilisant des
opérations élémentaires de décalage d’entiers, I'existence d’une bonne V-multifiltration de M
comme annoncée dans le théoréme. Son unicité se prouve en utilisant un argument de E. Bézout.
Soit m € (V&M ),. Suivant la preuve de la proposition 1, le polynome b; ., divise b; v (ar)(s +
ki =74 1)---b; v (a)(s + k;) pour r entier assez grand. Donc les parties réelles des racines des
b; m sont supérieures ou égales a —k; — 1. Inversement, soit m € M, tel que les parties réelles
des racines des b; ,, sont supérieures ou égales a —k; — 1. Il existe r € IN? tel que m € Vi M.
On a:

blym(El)m S Vofli’l)x.m S Vk+r71iM»

bi,V_(M) (E; + k; + Ti)m € Vikgr—1, M.
Si r; > 0, les polynomes b; v (ar)(s + ki + 7+ 1) et b; m(s) sont premiers entre eux. En utilisant
une identité de E. Bézout, on obtient m € Vicyr—1,M. Il reste & itérer pour obtenir m € (VikM ).

Corollaire 1. Supposons (H, M) sans pente.
— Alors pour tout I C {1,...,p}, le couple (Hy, M) est sans pente.
~ La VD -multifiltration canonique de M est la multifiltration VHI M associée a la multi-
filtration canonique de M : VISIM = keezic Ve M.
Nous avons de plus :

(1) Pour tout x € X :
(Vk}IIIM)Z ={me M, ; Vae bl_rln(O) etViel : Rea > —k; — 1}.
(2) Pour tout I,J C {1,...,p} d’intersection vide et (ki,k;) € Z! x Z7 :
ValIH M = VI M N Vi M.
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(3) Pour toutk € ZP, Vil M = nt_ ;! M.
Nous voyons ainsi que si (H, M) est sans pente, la bonne V-multifiltration canonique V.M

est sans pente au sens de [S1] p.309.

Preuve : Il résulte de la définition de VI que pour tout i € I et k; € Z! :
9\ H H
bi,V(M) (tiaiti)VkI M C VkliliM'

Ainsi, (Hy, M) est sans pente de filtration canonique VM. Une section m appartient & VkI?IM

si et seulement s'il existe lie € Z5° tel que m € Vi 1, M. Donc, si et seulement si les parties
réelles des racine des b; ,, pour 7 € I sont supérieures ou égales & —k; — 1. Cela montre ’assertion
1. Les deux autres assertions s’en déduisent.

Proposition 2. Supposons (H, M) sans pente. Pour tout I,J C {1,...,p} d’intersection vide,
nous avons les isomorphismes naturels de ngHIUH'] (VoDx)-Modules :

O1ug
H;UH;
W gy = ek M pmns
8k, (8T VHIUHJ M 8Tk kg .
<(k1,kJ)

Preuve : La proposition résulte directement du lemme suivant.

Lemme 1. Sous les hypotheses de la proposition 2, nous avons :

H;UH H;UH H H;UH
Vel M + (ViR M vEL M) = VIR

Preuve : Le point clef est de montrer I'inclusion :

H{UH; H; H;UH;
Viak, M0V McC V<(k1,kJ)M'

Soit m € VlgfkuJHJM N V<HkIIM. Soit j € J. Pour a > 0 entier assez grand :

H;UH; HILJ{j}
m € VIR A q VERD M.

Nous avons :

Hi
biv oy (Ej + ki +1) - bjv an)(Bj + kj + a)m € Vg™ M O VAP M.

HUH
bij(Ej + klj)m c ‘/(kII7LliJ)‘]—1j M.
Si a > 0, les polynomes b; v (ar)(s + k;j + 1) ---b; v (ar)(s + kj + a) et bj (s + kj) sont premiers

entre eux, nous déduisons d’une relation de E. Bézout :

H;UH H;UH Hiyyg,
m e V<(ic1,kj)M + (thlk.] M0 V<(i:f’]€§')M)'

Le point clef en résulte par récurrence sur le cardinal de J.

Il résulte de la proposition 2 que pour I = {iy,...,i,} et tout k; € Z!, le gradué grl‘éHIM est
obtenu comme le gradué pour les filtrations induites par les VHis M sur les gradués précédents

H,; H,;
V. -1 v.Hig
gry, | ey M.

Définition 3. Si (H, M) est sans pente, on appelle cycles Hy-proches et Hye-évanescents de M
le gry Dx -Module :

Vg, P, M = Py, Vg, M = gr?y o M.
On appelle cycles H-proches de M et cycles H-évanescents de M respectivement :

UM =gtV M et ®gM = gry M.
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Rappelons que b; v (v (£; + k;) annule gry M et que les parties réelles des racines des po-
lynémes b; v (ar)(s + k;) appartiennent a l'intervalle [—k; — 1, —k;[. Soit, a € CP et

|VO[| = ([a1]7' t |—al)-|)7
ol [ay] est le plus grand entier inférieur ou égal & Re ;. On note alors :
Uy oM =P (UvenKer [(E; 4+ a;)V gr‘{a]M — gr‘[/lﬂ M]).

Les intersections et réunions commutent, car les réunions sont localement finis comme les mul-
tiplicités de la racine —ay; de b; v (ar)(s). Comme les opérateurs E; commutent, nous avons pour
tout k € ZP :

gry M = @ gy o M.
as[a]=k

En particulier :
gy, Ppy,e M = P gy o M.

[ar]=—11;[a1e]=01c
Nous notons que les a pour lesquels Wy o M # 0 sont dans un réseau défini a 1’aide des racines
des polynomes b; v (ar)-

Supposons Hj, ..., H, munis d’équations globales. Le gradué gr(‘{IHI Dx s’identifie &
DmieIHi [El, ey Ep}
Pour j € I¢, nous continuons a noter H; I'hypersurface H; N;er H; de Nie1H;.

Proposition 3. Supposons Hi,...,H, munis d’équations globales et le couple (H,M) sans
pente. Soit I = {i1,... i}, I°= {iy41,...,ip} et ki € ZL.

Le Dn, 11, [(Es)ict]-Module grl‘;HlM est un Dn, m,-Module cohérent.

— Le couple (HIc,grl‘fI'HI M) est sans pente.

— Sa filtration canonique est la filtration VHie (grL/I'HIM ) induite par la filtration canonique
de M.
~ Nous avons l’égalité de Drv_ g, [(E;)ie1]-Module :

Ve, P, M =Wy, Uy, Oy, Py, M

Les foncteurs <I>H,ir+1 Sy ,<I>H1.p W, Uy, commutent quand ils sont appliqués a M.
— Pour tout « € CP, Yy o M =V, o) .- Vh, o M-

Preuve : C’est une reformulation de la proposition 2. La cohérence de ngI'HI M comme Dn,_, f,-
Module provient du fait que ce module est annulé par les opérateurs b; v (ar)(£; + k) pour i € I.
L’assertion sur les Wy, M provient du fait que les opérateurs d’Euler commutent et sont d’ordre
0.

Nous notons que ¥y, Py, M = Uy, (Pup,e M) = Pnppe (Y, M).

3. MORPHISME SANS PENTE ET SYSTEMES DIFFERENTIELS HOLONOMES REGULIERS

3.1. Morphisme sans pente. Soit X un germe de variété analytique de dimension n et Y un
sous-espace irréductible de X. Soit fi,..., f,, p fonctions analytiques sur X nulles a 'origine.
Notons par F' leur produit fi f2--- f,, désignons par f I’application :

f: X —CP | (x1,...,2n) — (fi(x1,- o @0), oy fp(T1, .o, 20))
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et par f|y sa restriction a Y.

On désigne par T*X le fibré cotangent a X et m : T*X — X sa projection canonique.
L’adhérence du fibré conormal a la partie lisse de Y est notée Ty X et appelée espace conormal
aY dans X.

Dans ce sous-paragraphe 3.1, sauf mention du contraire, on supposera que F' n’est pas iden-
tiquement nulle sur Y.

Nous désignons par qul,wfp,Y l'adhérence dans 7" X x CP de

p .
{(x,§+231%,51,...,5p); s;€C, (z,8) € Ty X et F(x) # 0}.
i=1 ¢

C’est un sous-espace irréductible de T X x CP de dimension n + p.

Notons 7g : T* X x CP — CP la projection canonique (z, &, s) — set par m : T* X xCP — T*X
la projection canonique (z,&, s) — (z,£).

Remarque 1. Dans [B-M-M1], nous avions établi les résultats suivants :

(1) Les fibres réduites de la restriction de 72 a Wﬁl,u.,fp,Y sont des sous-espaces lagrangiens
de T*X. La fibre au-dessus de l’origine est un sous-espace lagrangien conique que nous
noterons Wﬁl,..‘,fp,y (0).

(2) La projection par wy de VVﬁ-1 fyy 0 F~1(0) est une réunion d’hyperplans vectoriels de
CPdont les équations sont des formes linéaires a coefficients entiers positifs ou nuls.
Plus précisement, soit G une composante irréductible de Wﬁl. £y N F~Y0), si n;

désigne la multiplicité de f; le long de G, m(G) est l’hyperpla.ﬁ? de CP d’équations :
nisy + -+ nys, = 0.

(3) La partie de V[/'ﬁ1 wnfyy Qu-dessus de la droite vectorielle sy = -+ = s, s'identifie d
i
Wey-
Définition 4. Suivant [B-M-M2], nous dirons que le morphisme f|y est sans pente si la projec-

tion m(Wﬁh_“’fp,Y N F~1(0)) est la réunion des hyperplans de coordonnées.

Nous désignerons par Wy y I'adhérence dans T* X des espaces conormaux aux fibres de f|y.
Cet espace Wy y est donc l’adhérence dans 7% X de

P
{(@, €+ > Nidfi(x) ; Ai € Cet (2,8) € Ty X}
i=1
C’est un sous-espace irréductible de 7% X de dimension n + r ou r est le rang de I'application
Jiy 1Y = CP.

Si 'on considere le diagramme entre espaces cotangents associé a f :
t pt
X <L X xg T*CP I TP,
Iespace Wy y n’est autre que I’adhérence de
Ty X +1f(X xco T*CP).
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Suivant J.-P. Henry, M. Merle et C. Sabbah dans [H-M-S] , donnons la définition d’un mor-
phisme sans éclatement en codimension zéro.

Définition 5. ([H-M-S]) Le morphisme f|y est dit sans éclatement en codimension zéro si
Wiy N (f =0) est de dimension inférieure ou égale a n. Cette intersection est alors une sous
variété lagrangienne de T* X que nous noterons WJ?’Y.

Nous noterons que la définition de Wy y et de f|y sans éclatement en codimension zéro ne
demande aucune hypothése sur la restriction de F' & Y (certains f; peuvent s’annuler sur Y).

Nous notons Crit(f1,..., f», Y) Padhérence de 'ensemble des y € Y, F(y) # 0 pour lesquels
il existe une solution (s1,...,s,) # 0 de l’équation :

P
Z df’ ) Ty X.

Théoréeme 2. ([B-M-M2|, théoreme 2.7) fiy est sans pente si et seulement si fjy est sans
éclatement en codimension zéro et Crit®(fi,..., fp,Y) est vide.

Remarque 2. Rappelons ([B-M-M2], preuve du théoréme 2.7) que si fiy est sans pente :
~Vie{l,...,p}, Wiy N £7H0) € Wiy s 0).
— Le morhisme w1 : Wﬁ,y — Wyy est fini et propre.

— L’espace W})Y N f71(0) est contenue dans s; = -+~ = s, = 0 et s’identifie a la variété
lagrangienne Wy y N f~1(0).
Notons i 'immersion fermée :
1: X > X XxCP | z— (z,t1 = fi(x),...,t, = fp(2)).
Considérons le diagramme entre espaces cotangents associé a i :
. .
T*X + X xxxcr T*(X x CP) =5 (X x CP).
Nous pouvons vérifier :
i (1) "N (T5X) = Ty (X x CP).
Les espaces W(utl,...,tp),i(Y) et Wﬁ’y s’identifient. On en déduit :

Remarque 3. f‘y est sans pente si et seulement si (t1, ..., tp)‘i(y) est sans pente.

Proposition 4. Supposons que f|y soit sans pente, alors pour tout sous-ensemble {iy,. .., i,}
de {1,...,p} le morphisme (fi,,..., fi.)|y est sans pente.

Preuve : On peut supposer {i1,...,i.} ={1,...,r}, posons f' = (f1,..., fr) et F' = fifo... fr.
Comme F est non nulle sur l'espace irréductible Y, tout (z,£) € Ty X est limite de points
n’appartenant pas a F _1(0). Ainsi, adhérence de

T dz
€+Z f ) 1,...,sr,0,...,0);sieC,(m,E)ET;}XetF/(x)#O}

est contenu dans Wf v N (S$r41 =... =5, =0). Comme cette adhérence s’identifie & W, v
IA/}('/Y'C.[/I/Ti (’l"+1:"':8p:0)-

Si G est une composante irréductible de Wf, v NF'71(0), G est contenue dans un f; = 0 pour

ie{l,...,r}. Ainsi, G C Wﬁ,y N fi_l(O) est d’apres la remarque 2 contenue dans s; = 0.
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Proposition 5. Supposons fjy sans pente. Posons, f' = (f1,...,fr), f" = (frg1,--., fp). Si
T2 X est une composante irréductible de W}‘,,ﬁy(O) et que F' = f1... f., est non identiquement
nul sur Z, alors fI’Z est sans pente.

Preuve : Posons : I/ = f,41 ... fp. Nous allons montrer que :
Wfﬁ/,Z C Wﬁ7y m (ST+1 — = Sp - 0).

Soit (z,&,8') € Wfﬁ, », par définition ce point est limite de points :

o+ YT o s0) € C () € TEX et F(5) £0)
i=1 v

D’autre part, les (y,n,0) € Wﬁ'// v (0) sont par définition limites de points :

p
dz
(z A+ ) s “f ,;1+1,...,sg);s;’ec,(z,A)eT;XetF”(z)7A0).
1=r+1

Pour z assez proche de v, F’(z) #0et (2,8 5,0) est limite de points :

dl = dfi(z
A+Z SR J{ sy, 8,

i=r+1

)
ous;, s’ €C,(zA) €TyX et F(z)# 0. Il en résulte 'inclusion attendue. La preuve se termine
comme la preuve de la proposition 4.

Proposition 6. Supposons fy sans pente. Posons, f' = (f1,..., f;) et F' = f1... fr. Soit T; X

une composante irréductible de Wgyy(()), st F' est mon identiquement nul sur Z, alors fl’Z est
sans pente.

Preuve : Nous allons montrer que
Why C Why 0 srin == 5y = ).

Soit (z,&,¢') € VVfﬁ,’Z7 par définition ce point est limite de points :

fi(y)

D’autre part, les (y,n,0) € W§7Y(O) sont par définition limites de points :

o+ 3 s TW ) s eC, () € TIX et F(y) £0).
=1

P
dfi
A+Z f s);s€C, (2,A) €Ty X et F(2) #0).
Alnsi, (z,€,5,0) est limite de points :

z)\—&—Zs—f—s fZ Z

ou s;, s € C, (2,\) € Ty X et F(z) # 0. 1l en résulte I'inclusion attendue. La preuve se termine
comme la preuve de la proposition 4.

/ /
, S+ 81y, S+ 8,8, ..., 5),

Proposition 7. SiT;X est une composante irréductible de qu,,y(()), alors :

W} £(0) € W}, (0).
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Preuve : Si (z,§) € T/VJLECZ(O)7 (x,&,0) est limite d’une suite :

. dl n
xmnn+281 f 751(77’)""’8?”(”))7

ol (xn,nn) € TyX et F'(z,) # 0. De la définition de T4 (X), il résulte que (xy, Ny, 0) est lui
méme limite d’une suite :

dfl (yn,m)

OU Ynms Nn,m € Ty X et F'(yn m) # 0. Il en résulte que (z, ¢, 0) est alors limite d’une sous-suite :

dfz(ynm dfi(yn,m)
“’”’"”7”’"*;5@ Fi W) *2 ) )

p
(yn,m7 nn,m, + Z S; (Tl, m) 757’+1(n7 m)7 ey Sp(nv m))a

i=r+1

s1(n), ..., 80 (n), sp11(n,m), ..., sp(n,m)),

On obtient : (z,&,0) € WﬁY(O)

Proposition 8. Si f|y est sans pente, fr(CFY YTy X) est contenu dans la réunion des conor-
mauz aux intersections des hyperplans de coordonnées de CP.

Preuve : Soit (t,7) = (t1,.. -, tp, M1,y mp) € f=(*f') (T3 X). Supposons :
t17é0,...,t,.7é0 et t7-+1:'~'=tp20.

Par hypothese, il existe (z,§) € Ty X avec t1 = fi1(x),...,t, = fp(x), tel que :

P
Z nidfi(x) =&
i=1

Prenons une suite (x,,&,) € Ty X tendant vers (z,£) avec F(x,) # 0. On observe que la suite
de Wﬁy :

dfz Tn,
‘Truznzfz n )) _gnanlfl(xn)7~~wnpfp(xn»
converge vers ((z,0),m f1(z),...,n-fr(x),0,...,0) qui appartient donc & Wjﬁyy. Comme sous

Ihypothése sans pente (remarque 2), le morphisme Wﬁ y — Wyy est fini et que les fibres de
(x,0) sont homogenes, il en résulte :

mfi(z)=--=mnfr(x) =0 etdonc 7 =---=n=0.

Ainsi : (t,m) € Ty | —..—y,—oCP.
Pour prendre en compte les composantes irréductibles d’une variété lagrangienne conique de

T*X, nous énoncons :

Définition 6. Soit A une variété lagrangienne conique de T*X . Nous disons que (f,A) est sans
pente si pour toute composante irréductible T; X de A, le morphisme (fi,,..., fi.)|z est sans
pente ot {i1,...,i.} est ensemble des indices i entre 1 et p tels fiz #0.
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3.2. Systemes différentiels holonomes réguliers sans pente. Nous conservons les nota-
tions du paragraphe précédent.

Soit M un Dx-Module holonome régulier de variété caractéristique :

car(M) = U Ty, X.
leL
Désignons par Ox|[s1,...,8p, 1/F|fi' ... fp" le Ox[s1,...,8p, 1/F]-Module libre de rang 1 de
base f{' ... fy?. Le produit tensoriel

M ®oy Oxls1,.. 8 LFIf5 .. f3r

est muni de la structure naturelle de Dx|[sq,. .., sp]-Module définie pour toute section m de M
et a de Ox|s1,...,Sp, 1/F] par :

9 (m®aflsl...fzfp):

8131'
9 da P gfj
maft...f»+m S fee m® s;a—t f5r ... fr,
8%1' ® fl fp + ®8IL’1 1 fp +]§ ® J f] 1 fp
Pour toute section m de M, Dxmf;* ... fp* est un Dx-Module cohérent et Dx|[s1,. .., splmfit ... fp?
est un Dx[s1,. .., sp]-Module cohérent.

L’anneau Dx est filtré naturellement par ’ordre naturel des opérateurs différentiels. L’anneau
Dx|[s1,- .., Sp) est filtré en donnant de plus & s; le poids 1.

Proposition 9. (voir théoréme 3.3 [B-M-M3]) Soit M un Dx-Module holonome régulier M de
variété caractéristique | J;c Ty, X et m une section de M engendrant M. Nous avons :
a) Dxmfit ... fy? est un Dx-Module cohérent de variété caractéristique :

carp, (Dxmfit ... fi7) = |J Wh..prom-

Fly, #0
b) Dx[s1,...,spimfit ... fp" estunDx]s1,...,sp|-Module cohérent de variété caractéristique :
CATD y [s1....5,] (Dx[S1, - s SpImfit .. fpr) = U Wﬁhu-,fp,iﬁ'

Fly, #0

Proposition 10. Soit M un Dx -Module holonome régulier M de variété caractéristique | J;c Ty, X
et m une section de M engendrant M. Soit x € X et L' l’ensemble des | € L tels que x € Y] et
Fy, # 0 au voisinage de x. Les conditions locales au voisinage de x sont équivalentes :

(1) Pour toutl e L', fly, est sans pente.
(2) Il existe p polynémes b;(s) € C[s] non nuls tels que :
bi(s1) - bp(sp)mft ... for € Dx[s1,...,spmfi T fortL,
(3) Il existe p polynémes b;(s) € C[s] non nuls tels que :
bi(si)mfi' ... for € Dx[s1,...,spmfifi" ... fpr.

Preuve : L’équivalence entre les propriétés 1 et 2 est 'objet du théoréeme 3.3 [B-M-M3]. Comme
la propriété 3 implique clairement la propriété 2, il reste a montrer que 1 et 2 impliquent 3.
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On commence par remplacer M par M[1/F] qui a pour variété caractéristique (voir [G]

théoréme 5.5) :

U Wiy (0) = | T5.X | Wy, 0 (F =0)).

ler ler ler’
L’avantage est que, sous ’hypotheése 1, si T X est une composante de la variété caractéristique de
M[1/F] non nul sur le produit f; - - - f,, le morphisme (fi - - - f.)|z est sans pente (voir proposition
6). Par récurrence sur p, on peut ainsi supposer que la condition 3 est satisfaite pour toute famille
de p—1 fonctions choisies dans la famille f1, ..., f,. Considérons alors une équation fonctionnelle
non triviale :

P
(%) c(sn)mfit .. for € ZDX[sl,...,sp}mfi S fer

L’existence d’une telle équation provient sous I’hypothese 1 de I'holonomie du Dx-Module :

Dx[s1,. -, splmfit ... fo?

le Dx[sl, ey sp]mfi fl - f;p

Pour la preuve de I'holonomie, on pourra se reporter & la preuve du théoréme 3.3 [B-M-M3]. Les
arguments sont les suivants : sous 'hypothese sans pente la projection Wf — Wyy est finie,
de la proposition 9 il résulte alors la cohérence de L comme Dx-Module, enfin sous 'hypothese
sans pente la proposition 9 donne une majoration de la variété caractéristique de L par une
variété lagrangienne.

En itérant I’équation fonctionnelle *, on trouve pour tout entier k des équations fonctionnelles :

c(syymfit ... fyr €

L =

P
Dxlst,e.oospmfufit oo fir + 3 Dxlor..oosdmfEfi ... for.

=2

D’apres ’hypothese de récurence, nous avons pour tout j € {2,...,p} des équations non triviales :
besy)mfit .. fsj 1fs”lfs” € Dx[s1,...,spImfifi" .. fs] lfsﬁlfs

En multipliant cette équation par f;ﬁ pour un entier k assez grand (pour U € Dx[s1,..., Sy

de degré inférieur a k, f;ﬁkU =V [} ouV € Dxls1,...,s]), nous obtenons :

bes)mfifs o fU P L fer € Dy, splmfuf L f

Nous en déduisons une équation non triviale :
bi(si)mfi' ... fyr € Dx[s1,...,spImfifi' ... 57,

puis par symétrie que 4 est vérifiée. Le théoréeme est démontré. Cette methode avait été utilisée
dans le corollaire 3 page 131 de [B-B-M-M] pour montrer I’existence de telles équations dans le
cas particulier M = Ox.

Notons que M vérifie les hypotheéses de cette proposition 10 si et seulement si M[1/F] les
vérifient.

Revenons maintenant & la situation ot Hy,... H), sont p hypersurfaces lisses dont la réunion
forme un diviseur & croisements normaux. Notons toujours H lensemble {Hq,..., H,}. Soit
(1,...,Zn,t1,...,tp) un systeme de coordonnées dans lequel H; a pour équation t; = 0.
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Corollaire 2. Soit M un Dx-Module holonome régulier M de variété caractéristique | J;¢ . 1y, X.
Soit (1,...,%n,t1,...,tp) un systéme de coordonnées dans lequel H; a pour équation t; = 0.
Soit L' ’ensemble des | € L tels que Fly, # 0 au voisinage de l'origine. Les conditions locales au
votstnage de l'origine sont équivalentes :

(1) Pourtoutle L', (t1,...,tp))y, est sans pente.

(2) Le couple ((t1,...,tp),car M[1/t1...tp]) est sans pente.

(3) Le couple (H, M[x(H, U...UH,)]) est sans pente.
Preuve : Soit m une section d’'un Dx-Module M. Soit b € C[s] un polynéme d’une variable, en
suivant la méme preuve que celle du lemme 4.4-1 [M-M], on montre que les conditions suivantes

sont équivalentes :
a) b(s1)mti' ...ty € Dx[s1,...,sp/mt1t5 ... 4",

b) il existe A € Vpo,....0(Dx) tel que dans M|

]:

ti...tp

b(

tlaitl)m = Atlm

L’équivalence entre les conditions 1 et 3 résulte alors directement de la proposition 10. L’équivalence
entre les conditions 1 et 2 résulte de la proposition 6.

Théoréme 3. Soit M un Dx-Module holonome régulier. Soit un systéme de coordonnées
(1,...,Zn,t1,...,tp) de X dans lequel H; a pour équation t;, = 0. Les conditions locales au
voisinage de l'origine sont équivalentes :

(1) Le couple ((t1,...,t,),car M) est sans pente.
(2) Le couple (H, M) est sans pente.

Preuve : Supposons 1, d’apres le corollaire 2, le couple (H, M|

]) est sans pente. Soit

to L

m € M, il existe donc ¢(s) € C[s] et C € Vi o,...0(Dx) tel que la section m’ = (c(tlﬁ) —Ct1)m

soit nulle dans le localisé M| ]. La classe m/ de la section m/ dans M [ﬁ] est donc
1---Up 13 ... 1p

supportée par to = 0. Les composantes irréductibles Ty X de la variété caractéristique de D xm/
sont ainsi contenues dans t; = 0. Ceux sont des composantes irréductibles des thtg’mtp’ 7(0)
ou T7X décrit les composantes irréductibles de car M. Il résulte de la proposition 6 que si le
produit ¢1¢5 .. .t,, est non nul sur Y, le morphisme (¢1,ts, ... 7tp)|y est sans pente. Ainsi, Dxm/
est supporté par to = 0 et le couple ((t1,t3,...,t,),car Dxm’) est sans pente. Par 'équivalence
entre Dyx-module supporté par une hypersurface H lisse et Dy-module, il existe suivant le

0
corollaire 2 : ¢/(s) € CJs] et C' € Vy,...0(Dx) indépendants de to et 3 tels que la section
2

1
(' (t1 8%1) — C'"t;)m/ soit nulle dans le localisé M[ﬁ] Itérons, on obtient ¢’(s) € Cs]
103 ... Tp

1
et C" € Vio,..0(Dx) tels que la section (C”(tl%) — C"t1)m soit nulle dans le localisé M[t—]

1
D’ou, pour un certain entier r :

0 0
(a—h)%{(c"(tla—h) —C"ty)m =0.

Ainsi, m satisfait une équation fonctionnelle :
0

b(tl aitl

ym = —Atym,
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ou b(s) € Cls]nonnul et A € Vi, 0(Dx). Nous avons ainsi montré que (H, M) est sans pente.

Inversement, si (H, M) est sans pente, d’apres le corollaire 1 pour tout I C {1,...,p}, (Hy, M)
est sans pente. La condition 1 résulte alors du corollaire 2.

Examinons enfin un cas particulier étudié dans [D-M-S-T] et [M-T2] que nous généraliserons
de fagon géométrique a la section 4.3.2.

Remarque 4. Soit M un Dx-Module holonome régulier. Nous supposons que M et M[«H]
sont non caratéristiques pour Hy N ... N H,. Alors (H, M) est sans pente.

Preuve Considérons un systeme de coordonnées (x1,...,Zn,11,...,tp) dans lequel H; a pour
équation t; = 0. Nous avons montré (proposition 3.0.5 [M-T2] ou lemme 3.2 [D-M-S-T]) que
toute section m de M vérifie pour tout ¢ € {2,...,p} des équations fonctionnelles :
8 k a k—1

— +Aiia- Ao+ Ag)m=0

G "o, i) ’
ou les A, ; sont des opérateurs différentiels indépendants de TRy En multipliant par t¥,

1 P
nous obtenons pour i € {2,...,p} :
gk
(tz)k(aT )m S Vvo“”)o(Dx)tim.
K3

De ces équations, nous avions déduit que M est relativement spécialisable par rapport a H;
(proposition 3.0.5 [M-T2] ou proposition 3.1 [D-M-S-T]. Autrement dit, toute section m de M
vérifie une équation fonctionnelle non triviale :

0
b(tlaitl)m = Atlm,

0
ou A est un opérateur de VOH 1(Dx) indépendant de 5 B On obtient donc une équation
2 p

non triviale :

0
7 - Dy).
ty 8t1)m € V_1p,..0(Dx)

Cela montre bien que (H, M) est sans pente.

b(

4. CYCLES EVANESCENTS D’UN FAISCEAU CONSTRUTIBLE PAR UN MORPHISME SANS PENTE

Soit D%(Cx) la catégorie des complexes bornés de faisceaux de C-espaces vectoriels dont les
groupes de cohomologie sont des faisceaux C-constructibles.

4.1. Images directes locales d’un faisceau constructible et complexe d’Alexander
d’un faisceau constructible.

4.1.1. Images directes locales d’un faisceau constructible. Soit X = C", un germe de variété
analytique de dimension n. Soit f = (f1,...,fp) : X — CP un morphisme analytique et
F € Db(Cx).

Suivant [K-S] proposition 8.6.4 , [Bry], [L-M], on sait associer & F sa variété caractéristique
car F qui est un sous-espace analytique conique lagrangien du fibré cotangent a X : car F est la
réunion de l'image du support de F dans la section nulle de T*X et de ’adhérence des points
(z, &) pour lesquels il existe g : X,z — C tel que dg(z) = § et ¢y(F) # 0.
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Définition 7. Soit F € D(Cx) de variété caractéristique car F = J;c . Ty, X . Nous dirons que
(f,car F) est sans éclatement en codimension zéro si pour tout | € L, fy, est sans éclatement
en codimension z€ro.

Cela revient & demander que I'intersection par f = 0 de I'adhérence de car F +t /(X x c» CP)
dans T X soit une variété lagrangienne de 7% X.

Notons :

~ Be={zeC"; > |z |*<é},

— B, I'adhérence de B, dans C" ,

- D, ={t=(t1,...,tp) € CP; | t; |[<n},

- Be,n - Eﬂ f_l(Dn) et Be,n - BE N f_l(Dn)v

- ?e,n : Be,y = Dy et fe, : Be, — D, respectivement les restrictions de f & B, et Be,,.

Proposition 11. Soit F € D(Cx). Supposons que (f,car F) soit sans éclatement en codimen-
sion zéro. Il existe alors eg > 0 et une fonction décroissante n :]0,¢9] — Rt — {0} telle que pour
tout 0 < e <e<eq :

R(?e,n(e’))*]:: R(fe,n(e/))*]:'

Ces images directes sont ¢ cohomologie C-constructible et indépendantes de € € [€,eo]. Leurs
variétés caractéristiques sont contenues dans :

(ffm(é’))vr(tfé,n(g))_1(Ca1“]:).
Nous les appelerons les images directes locales de F.

Remarque sur la preuve : c’est un résultat bien connu sur les morphismes sans éclatement en
codimension 0 qui s’appuie sur les propositions 5.4.17 et 8.5.8 de [K-S]. Par hypothese,

A = car F +1 f'(X xc» CP) N f71(0)

est une variété lagrangienne conique de T*X. Si l'on considere la fonction anlytique ¢(z) =
Sl @i |2 sur A, les valeurs réeles telles qu’il existe z € C™ vérifiant ¢ = ¢(z) et do(x) € A
sont discretes (proposition 8.3.12 [K-S]). La plus petite de ses valeurs strictement positives est
la valeur ¢g attendue dans la proposition (voir preuve de proposition 8.5.8).

4.1.2. Complexze d’Alexander d’un faisceau constructible. Suivant C. Sabbah ([S3] définition
2.2.7) & une image directe propre pres, définissons le complexe d’Alexander de F. Pour ce faire,
considérons le diagramme :

1) 5 X L xr=X-FY0) <& X
' v L V7

{0} - cr (C*)p &L cr,
out CP est le revétement universel de (C*)? et p le morphisme :
CP — (C) & p(z1y...,2p) = (e%”l,. .. ,62”ZP).
Définition 8. On appelle complexe d’Alexander de F € D%(Cx), le compleze :

AV F =i 'Rjp.p tjTF.
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La i°"® monodromie sur AW ¢F est 'isomorphisme :
M;: AU, F— A0 F
induit par le morphisme d’adjonction :
(19)«(3p) ' F — (1p)«(T)T; ' (5p) 7' F = (jp)«(ip) ' F,
ou 7T; est le morphisme de translation :
T, : CP— CP; (z1,...,2p) — (21, .. Zic1, % + 1, Zig1, oo, 2p).

Le morphisme can : i '\ F — AW #(F) désigne le morphisme induit par le morphisme d’adjonc-
tion associé a jop :

f—)j*p*p_lj_l]: P §S—>Ss0j0p.

Pour tout 7 € {1,2,...,p}, il résulte de jopoT; = jop que M; o can = can.

Soit f'=(f1,---, fr)s [ = (fre1,-- s fo), ' =f1... fr et F" = foi1... fp. Considérons les
complexes d’Alexander AV ;/ F et AW ¢ F associés aux diagrammes :

) Sox L xr=x - & X
4 ‘ Lf ) L / L

{0y = C & (C)” e Cr,

f”fl((]) 14”) X L X — X F”fl(()) L Xi/
! L L LI

.71 2

oy 5 oo L (C )P & o

Considérons alors les diagrammes de carrés cartésiens :

1710) = fN0) X o)
\l/ Z'l/ \{ 7, l{ Z‘// \L 7;//

F71(0) 4ox oo

T j//p// ' jl/pll y\ ]p T ,n_//
Xrnpio) S Xn S

Pour simplifier, posons a = j'p’ et b = j”p”. On a les morphismes :
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A‘I’f'|(’4‘1’f~f)
' 'Ra,a %" 'Rb,b~'F
I
' 'Ra,i"ta b b1 F
1 chgt.base/i”
1" 1Ra,a= b, b1 F
~| chgt.base/a
AV F
~1 chgt.base/b
=Y IRb b aga”
1 chgt.base/i
" 1Rb. W a,a~
I
" 'Rbb Vi taa F

1
A\I/f//(A\I/f/f)

F

F

177

A\I/f/ (i//_l]:>
|

o) i’ 'Ra,a= Y"1 F
| ||
@) ' 'Ra,i"ta='F
1 chgt.base/i”
WO Rea\F
I
di. (" )
¢ (jﬁ ) ’L"il(A\I’f/f'.)
I
- (®) "Y' 'Ra,a ' F
// 1Z|/ 1Ra* ]:
Il
a<dj;(b) "Y' 'Ra,a ' F

= 1(|‘|A\Iff/ )

Ces diagrammes commutent puisque 'adjonction commute au changement de base.
Pour i < r, les isomorphismes de translation T; sur X', X, X’ N f”~1(0) commutent aux

mophismes 7" et i”

. On en déduit la commutativité du diagramme :

(A
Aw,F MDAy
+ +
M; (A (AW 0 F)
AT (AT 0 F) oy ) AWy ("1 F).

De méme pour i > r, les isomorphismes de translation T; sur X", X, X" N f'~1(0) commutent

aux mophismes 7" et i’

. On en déduit la commutativité du diagramme :

Ay, F M Ay, F
{ {
AV (M (A 1 F
A\I/f/(A\I/f//]:) ! ( <(— ! )) Awf/(i/,71f>.

En résumé :

Proposition 12. Il eriste un diagrame canonique commutatif compatible aux morphismes de

momnodromies :
AW (A0 F)
/l\
AV F

!
A (AW 4 F).

(_

e

— Ap"F)

/l\
il 1 (A\I’f/]:)

Pour p > 1, suivant C. Sabbah ([S3] définition 2.2.7), AW ;(F) n’est en général pas C-
constructible, par contre c’est un complexe de faisceaux & cohomologie C[ZP] constructible.
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4.2. Cycles évanescents d’un faisceau construtible par un morphisme sans pente.
Soit X un germe de variété analytique de dimension n et Y un sous-espace irréductible de X.
Soit fi,..., f, des fonctions analytiques sur X nulles & l'origine. Notons F' = fifo--- f, leur
produit et désignons par f ’application :

f:X—CP | (21,...,25) — (i1, o 2n), . o fp(z, .o, 20)

et par f|y sa restriction a Y.

Soit F € D2(Cx). Rappelons la définition 6 : le couple ((f1,..., f,),car F) est sans pente si
pour toute composante irréductible T X de la variété caractéristique de F, on ait (f;,, ..., fir)‘ Z
sans pente olt {i1,...,i,} ={0<i<p; fijz #0}.

Si ((f1,-..,fp),car F) est sans pente, ((fi1,...,fp),carF) est sans éclatement en codimen-
sion 0 et nous avons rappelé 'existence d’images directes locales R(fe ,(a))«F dont la variété
caractéristique est majorée par :

(fe,n(a))Tr(tfe/’n(a))_lcar F.

Il résulte de la proposition 8 que le sous-espace (fe ,(a))x (" f! n(e))’lcarF est réunion de conor-

maux a des intersections d’hyperplans de coodonnées de CP. Il résulte alors de la proposition
11:

Proposition 13. Si ((f1,..., fp),car F) est sans pente, les images directes locales R(fe n(a))«F
sont constuctibles et leurs variétés caractéristiques sont réunion de conormaux a des intersections
d’hyperplans de coodonnées de CP.

Les groupes de cohomologie de R(fe ,(q))«F sont alors localement constants sur les strates de
la stratification induite par les intersections des hyperplans de coordonnées de CP. Le complexe
de faisceaux 4 ¥ ¢F est alors la généralisation naturelle pour un morphisme sans pente du foncteur
des cycles évanescents défini par P. Deligne dans [D].

Définition 9. Si ((f1,...,fp),car F) est sans pente, nous appelons AV ;(F) le compleze des
cycles évanescents de F par f et le notons Wy (F).

Théoréme 4. Soit F € D%(Cx), si ((f1,. .., f»),car F) est sans pente, nous avons :
(1) O F € DYCxNf7H(0) etcar Uy F C Unea W 5 7 NF7H0), 06 (T X)aea décrit
les composantes irréductibles de car F sur lesquelles F' est non identiquement nulle.

(2) Pour tout r compris entre 1 et p, les morphismes canoniques :

YitirtdF — i) (Y frin, ) F)

sont des isomorphismes.

Lemme 2. Si ((f1,..., fp),car F) est sans pente, soit le réel positif ey et la fonction n associés
auz images directes locales de F par f. Alors :
— Pour tout 0 < e < ¢

(i_lf)o = RF(Ee,n(e) N f—1(0)7}')
— Pour tout 0 < e < ey, t = (t1,...,tp) € D}y = Dyee — {t1...t, =0} :
(\I/f]:)o = RF(Ee,n(e) N fﬁl(t)af)

On rappelle que i désigne Uinclusion de f~1(0) dans X et Be ) désigne Bc N f~1(Dyye)).
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Preuve du lemme : Nous avons le diagramme commutatif suivant :
RF<§6,77(6)7]:) i> RF<§€J7(6) N f_l(o)’ F)
14 +3

RU(Dyo, Rf. Fig) = (Rf. Figo-

La fleche verticale 1 est un isomorphisme depuis que I'image directe d’un faisceau flasque est
flasque. La fléche horizontale 2 est un isomorphisme par constructibilité de R f*(}'@w(e)) re-
lativement au croisement normal de D, ). La fléche verticale 3 est un isomorphisme, car la
restriction de f & B, est propre. Il en résulte que j. est un isomorphisme.

On a d’autre part, pour tout 0 < € < € < ¢, le diagramme commutatif :

— je (is0) — _
RF(Be,n(e)a ]:) ! — RF(Be,n(e) n f 1(0)7 ]:)
Tel e l« \l/ 4

RU(Bo ey, F) Jer_(i30)
!

Ri(gef,n(e’) N f=1(0),F)
(i7 1 F)o = (@'Fo.

La fleche 4 est un isomorphisme, car : R(?em(i,))*}" = R(?e/’n(e/))*}' (voir proposition 11).

La premiere partie du lemme s’en déduit, puisque les B, ;) forment un systeme fondamental
de voisinages de l'origine.

Montrons la deuxieéme partie du lemme. Reprenons pour cela le diagramme des cycles évanescents
de f en restriction & B () :

B, 7](5 ﬂ f ( ) —> Be n(e) (j E:,n(e’) = Den(e) = Fﬁl(o) £ BEJI(E/)
\Jr ‘ \l/ f€ﬂ7 ‘ i *e n(e) ‘L fEa'fI(fl)
i P -
{O} - DU(E/) Dn(e N D {tl = O} D"(El)

ol Dn(s/) est le revétement universel de D;;(e/). L’application p étant un revétement :
pilR(Fe,n(e’))*‘F = R(.fe,n(e’))*(pilf)‘
Pour tout @ € [)77(6/) et w = p(w), I'égalité des fibres donnent :
RF(PEJ](E/) n f_l(w), .7:) = RF(BE’n(g) n f_l(w),p_l]:).

D’autre part, comme R(f, (e ) F est constructible relativement au croisement normal de Dy,
R(f*¢ y(ery)«F est & cohomologie localement constante. Ainsi, R( f. ()« (p1F) est & cohomo-

logie localement constante sur Dn(ﬁ/), donc constante, car D,7(6 ) est isomorphe a CP.

On obtient, pour tout 0 < ¢ <e<egetw e ﬁn(e,) le diagramme commutatif :

RF(D (fe ,n(e) ) ( 1]:)) i> R(fe,n(e’))*(pilf)w = R(?e,n(e/))*(pilj:)w
} 15

RT(Bey(e),p~ ' F) = RO(Bcn f~(w), F)
} 16

RT(Bs yery, p 1 F) =5 RT(Bo N f~Y(w),F).
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La fleche 5 est un isomorphisme, puisque f,

en(ery est propre. La fléche 6 est un isomorphisme

puisque R(fem(el))*]: = R(fe,m(ﬁ,))*]:.
Par définition du foncteur Wy :

(¥(s,....p,)F)o = lim RT(Be ), ™' F).

On obtient donc pour tout 0 < ¢ < e <eyet w € f)n(i/)
T,y Flo = RO(Be N fH(w), F).

ce qui démontre la deuxieme partie du lemme.

Preuve du théoréme : Nous procédons par récurrence sur p. Posons [’ = (f1,...,fr) et

[ = frgas o5 Jo)-

Pour p = 1, ¥4 F est le complexe des cycles évanescents de P. Deligne [D]. Ce complexe
est constructible (voir par exemple [K-S] proposition 8.6.3.), sa variété caratéristique (voir [G]
théoreme 5.5) est :

U W}}ZQ N f_l(o)a

a€cA

ou (T 7. X Jaca décrit les composantes irréductibles de car F non identiquement nulles sur F'.

Supposons p > 1. Par hypothese de récurrence, Wy, . ;) F est a cohomologie constructible

et sa variété caractéristique est contenue dans la réunion des Wﬁ,, z,(0) o T X est une compo-
sante irréductible de car F non identiquement nulles sur F”’. D’apres la proposition 5, si T5Y est
une composante irréductible de WJE,, z. (0) et que Z est non identiquement nul sur F’ = f; ... f,,

alors f\/z est sans pente. Il en résulte que (f’,car U F) est sans pente.

Posons :

*D%:{t:(tla'“?t?“)gcr; ‘t7‘|<n}’

— D%/:{t/: (tr+1a~"7tp) ch*t/; |tz |//< 77}7

~ Dy =D} —{t1...t, =0} et D))" = D) — {t,41...t, = 0}.

Quitte a les diminuer, on peut supposer que €q et les fonctions 7 associés aux images directes
locales de W (F) par f' et de F par f coincident. D’apres le lemme 2, pour tout 0 < a < €q et

! IES .
tout w’ € Dn(a) :

(Us (U F))o = RU(Ba N f'~Hw'), Upn F).

Nous allons donc calculer : RT'(B, N f'~(w’), ¥ ¢»F). Fixons w’ € D’*

() € considérons 3 et

~ tel que :
0<a<pB<e et 0<y<n(B)—max{|w)|...|w. |=~v(B)}
Posons :

_ diccor. | t; —w}|<~ pourie{l,...,r}
e ~ O\t powrje{r+1,....p} [°
Ty = {x € Bg; f(x) € Dygayqyuw )

D
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Considérons le diagramme :

?ﬁ, ! !
Tsyaw =3 Dygyyw — Dy
| [

1’
Dy sy

f”,B y,w!
—

T3y w!
ol ?B,v,w’ et Wﬁ,%w, désignent les restrictions de f et f” et ou 7" désigne la projection

', t") —t".

Le complexe R(fﬂmw,)*}' est a cohomologie constructible relativement au croisement normal

de D) ,ur- 11 en résulte que R(f75 ., )« F qui est égal & R(w").R(fp - 4 )+F est & cohomo-
logie constructible relativement a ce méme croisement normal.

Reprenons une partie du diagramme des cycles évanescents de f” :

N p// -
T,Ba%w’ — T/L’y,w’ — T,BL’Y,W’
! iy R O
" "% P N/
Doy < D & Dy

ou T3 v = Ty — {fr41... fp = 0}. L'application p étant un revétement :

R(f" gy ) (0" F) = 0" R(F 5y )+ F)

est a cohomologie localement constante sur Dg(ﬁ). Pour tout w” € Efr;(a)’ si w” = p”(w"), on a
les isomorphismes :

RU(Tp s oV F)) = RU(D) g, R(f" 5 00) ("1 F)
= R(ﬂﬁmw’)*(p//il}-)w?/
~ R(f//ﬁ”%w,)*f)w”

12

RU(M_y{] ti = wi [< v} iy {ti = wi'} R(F 55 00) )

Par constructibilité de R(?Bmw’)*]: ) relativement au croisement normal de D, gy ., NOUS
obtenons :

RF(TQ,%U,/ R p’/_lf)

12

RF(Q::I{tl = w;} mf:r—i—l {tl = wgl}7R(?ﬁ,w,w’)*‘F))
~ RU(BsN f~(w',w"), F).

Ainsi pour tout 8 tel que 0 < a < 8 < ¢ et tout (w',w”) € D:‘](a) :
RT(Tp s 0" ' F) ~ RT(Bg N f~ 1 (w',w"), F)
qui sont de plus indépendants de (.

Comme la restriction de f & B, est propre, les Tj.. v forment un systeéme fondamental de
voisinage de B, N f/~1(w’) N f”=1(0). Ainsi :

(U (UgnF))o = RU(BaOf~H(w'), ¥snF)
~ lim RT(Tp 00, p" ' F)
By
~ RI(BgN f~Y(w',w"),F)

(Y (sr,. ) F o
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On obtient enfin, par récurrence, la majoration de la variété caractéristique de U ¢(F) & l'aide
de la proposition 7.

Théoréme 5. Si ((fi1,..., fp),car F) est sans pente, les isomorphismes canoniques :
ilil(\I/fN}—) — \I/f//(ililf)
sont des isomorphismes de DE(Cx). De plus,
car ("W F) C U Wﬁl,...,fp,za N f=40),
a€cA
ot (T X)aeca décrit les composantes irréductibles de car F sur lesquelles F'" est non identique-

ment nulle.

Preuve du théoréme : La constructibilité étant conservée par image inverse, il résulte du
théoreme 4 que les complexes '~ (U ¢/ F) et W sn (i 71 F) sont & cohomologie constructible. Soit
G € D%(Cx), il résulte du corollaire 6.4.4 , de la proposition 6.2.4 et du lemme 6.2.1 de [K-S]
que :

car (i'71(G)) € UW}, , (0),

ou T'7 X décrit les composantes irréductibles de car G. La majoration attendue résulte alors de
celle du théoreme 4 et de la proposition 7. On peut aussi par récurrence traiter le cas ou le but
de f’ est de dimension 1 et utiliser le calcul de la variété caractéristique de la restriction & une
hypersurface donnée dans [G] ou [B-M-M4].

Il nous reste & montrer que '~ et W commutent. Cette preuve est identique & celle du
théoréme 4. On peut supposer que ¢; et les fonctions 7 associées aux images directes locales de
U F par f et de F par f coincident.

D’apres le lemme 2, pour tout 0 < o < €g :
("W F)o = RT(Bo N f7H0), ¥ pn F).

Nous allons donc calculer : RI'(B, N f'~1(0), ¥4+ F). Pour tout 3 tel que 0 < a < 8 < ¢ et
0 < < n(B), posons :

ti |[<y pouri € {1,...,7} }
D te CP; | . ' -
n(B)y { [ |tj|<n(B) pourje{r+1,...,p}

Tsn = {x€Bs; f(x) € Dyp)q}-
Considérons le diagramme :

s

? 1
Ts,~ ﬂDn(b’),v_) Dy

n(B)
[ B [
T f”B,W D//
By — n(B)’

ol fﬁﬂ et Fﬁﬁ désignent les restritions de f et f”.

Le complexe R(f@ﬁ)*]—' est a cohomologie constructible relativement au croisement normal
de Dy g 1l en résulte que R(f”j).F qui est égal & R(x").R(fz.,)«F est & cohomologie
constructible relativement au croisement normal de Dg( )"
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Reprenons une partie du diagramme des cycles évanescents de f” :

"

P

TBW «— TE,J < Tﬁﬁ
l N R P
D" DM (p_ D//

n(8) n(8)’
ou Ty =Tsy—{fr+1... fp = 0}. L'application p étant un revétement :
R(f5) (0" F) = 0 (B(F5)F)

est a cohomologie localement constante sur Dg(ﬂ). Pour tout w” € Efr;(a)’ si w” = p”(w"), on a
les isomorphismes :

12

RT(Tp,,p" "' F) RU(D} g, R(f" 5.,) (0"~ F)
R(f"5.)(0" " F)
R(f B'y) F)w”

RU(iZy {1 s [< v} 0y {8 = wi'}, R(F 5 )+ F))

Par constructibilité de R(f 5 ,)+F relativement au croisement normal de D,,(g) -, nous obtenons :

1

1

R

RF(Tﬂmw’aP/Fl}—) ~ RI(N_{t; —0}ﬂ —r41 {ti= wgl}vR(?ﬁ,'y,w’)*f)
~ RU(Bs N f1(0,w"), F).

Ainsi que pour tout 3 tel que 0 < a < 3 < ¢ et tout w” € Dy
RU(Tp.,p" ' F) ~ RT(Bs N f~1(0,w"), F)
qui sont de plus indépendants de (.

Comme la restriction de f & B, est propre, les T3, forment un systeme fondamental de
voisinage de B, N f/~1(0) N f”~1(0). Ainsi :

(" (W F) o

12

RT(Bo N f'71(0), ¥ F)
lim RT(T,,p" " F)

By

RT(Bs N f71(0,w"), F)
(W (i1 F))o-

1

R

Cela montre le résultat attendu.

Proposition 14. Si ((f1,..., fp),car F) est sans pente, soit (Ty. X)aeca les composantes irréductibles
de car F non contenues dans F~1(0), alors :
car (U, F) = | Wiy nf 1 0) = | Wry, 0 £70)
acA acA

Preuve : Comme fy, est sans pente pour o € A, on a (voir remarque 2) :

W o N FTH0) =Wy, v N FTHO).

Cela montre la derniere égalité dans la proposition. Pour le reste procédons par récurrence sur
.
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Pour p = 1, soit £; les projections des composantes irréductibles T3 X de car F non contenues
dans f; = 0. Suivant [G] théoréme 5.5 :

car (W, (F)) = |J W}, nf7H(0),
Yedr

C’est exactement la proposition pour p = 1.

Pour Y € ¥4, soit X les projections des composantes irréductibles 75 X de Wfﬁl,y N ffl(())
non contenues dans fa ... f, = 0. Comme W;F = Wy, ¢ (Vg F), par hypothese de récurrence :

car (U F) = U U Wf% oz M (f2="=[,=0).

YeX, Zexy,

Comme Y C (fz...f, = 0) implique Wu y C (f2 ... [, =0), on a encore :
car (U, F) = | J U otz N (fa= o= f=0),

Yex, Zesy,
ou X} désignent I’ensemble des projections des composantes irréductibles de car F non contenues
dans F' = 0.
La proposition résultera alors du lemme suivant :

Lemme 3. Soit Y non contenue dans F = 0 et ¥4 les projections des composantes irréductibles
de W}ihy N ffl(O) non contenues dans fa ... f, = 0. Supposons fy sans pente, alors :

i 1
Wiy nftoy= U Wi, cTr X x el
Zexl,
L’identification faite dans ce lemme est justifiée par le fait que sous I’hypothese sans pente

Wﬁ,y N f71(0) est contenue dans s; = 0 (voir remarque 1).

Preuve du lemme : On rappelle de plus que sous 'hypothése sans pente (voir remarque 1)
les composantes irréductibles de Wﬁ,y N f7(0) (qui sont de dimension n + p — 1) ne sont pas
contenues dans I’hypersurface f» ... f, = 0. Il en résulte :

Wiy N7 0) = Wiy 0T O) N (fore fp #0):
Si(x,€,0,82,...,8,) € WJE,Y N 0) N (fa. .. fp #0), il est limite de points :

Grlea) S i)
(wn7£n+81(n) fl(-rn) +jZ2SJ( )f]( ) ( )7"'7 ;D( ))
Le point (x, Z sj(n) C%]((;:))

j=2

,82(n), ..., sp(n)) tend vers

= dfy(@)
(z,;s] fj(x),sz,...,sp).

dfl (xn)
fl (xn) ’

(z,0,0) € W} v N FH0) N (f2.. - fp #0)

Il en résulte que le point (2,,&, + s1(n) s1(n)) tend vers une limite :
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Cela montre I'inclusion :

—1
Wiynfitoyc \J Wi
zZexl,

Inversement, si (z,€, s2,...,5p) € Wﬁz,...7fp,z pour un Z € X, ce point est limite de

- dfj(zn)
(x’n7 n + Sj(n) ) S (n>77517(n)) )
! ; fi(xn) 2

ou (zn,nn) € T5X. Chaque (2, 7,,0) est alors limite de

dfl (xn,m)
fl (zn,m)

(:En,nmnn,m + Sl(n;m) 781(n7m)7

oU (Zy,ms Mn,m) € Ty X. Il en résulte :
(x,&,82,...,8p) € W}Y N f10).

Remarque 5. Soit F € D%(Cx) de variété caratéristique |J Ty X. Désignons par j Uinclusion
ouverte j : F'# 0 — X. Si fy est sans pente pour les Y non contenues dans F~1(0), alors le
couple (f,carj1j~1F) est sans pente pour jij~LF.

Preuve : En effet (voir [G]) :
carjij rF = U Wg’y N E~0).
Fly #0
Il reste a utiliser la proposition 6. Cette remarque est ’analogue géométrique de 1’équivalence
entre les propriétés 1 et 2 du corollaire 2.
Cette remarque est utile puisque pour tout f : WpF = W, (571 F).

4.3. Restriction non caractéristique et morphisme sans pente.

4.3.1. Restriction non caractéristique. Considérons X un voisinage de 'origine dans C™ et Y un
germe de sous-espace analytique de X. Soit ¢ = (g1,...,9p) : X — C? une submersion. Nous
dirons que g est a fibres non caractéristiques pour Ty X si

Ty XN T;ll(o)X CcTxX.
Cela implique pour t € CP voisin de 'origine :
Ty X N T;il(t)X CcTxX.

On notera également que, sous cette hypothese, les g; sont non identiquement nulles sur Y.
Si A et B désignent deux sous-ensembles de T™* X, rappelons la notation :

A+ B={(z,a+0b); (v,a) € Aet (x,b) € B}.

Lemme 4. Si g: C" — CP est une submersion a fibres non caractéristiques pour Ty X, nous
avons :

(1) g-("¢") NIy X) C T¢, CP,
(2) WyyNg 1 0) =Ty X + Ty 1 (0)X (qui est donc sous-variété lagrangienne de T*X).
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Preuve du lemme : Comme le covecteur Y %_, n;dg; () est conormal aux fibres de g, le premier
point résulte du fait que sous nos hypotheses, la relation :

P
Znidgi(m) elyX = m=---=n,=0.
i=1

Suivant [K-S] lemme 5.4.7 et corollaire 8.3.18, ’hypotheése non caractéristique implique que
v X + Tg*,l(O)X est un sous-ensemble analytique lagrangien fermé de T*X.

Il reste & montrer que Wy y (g~ *(0) = T3 X + T7 10X

p
TEX + T X = {(06+ > mdgi(2)) 5 (3,€) € Ty X et g(x) = 0},

i=1
De la définition de Wy y, il résulte :
Ty X +Tyr )X C Wy Ng™H(0).

Nous avons puisque g est une submersion :
P
W, = {(a:,Zmdgi(z)) sxeXet(m,...n) € CPCTHX.
i=1

Il résulte de I'hypotheése non caractéristique que 'intersection de Wy et de 73X est contenue
dans la section nulle de X. Suivant [K-S] lemme 5.4.7 T X + W, est un sous-ensemble analytique
fermé de T*X. Il en résulte :

Wyey CTy X +W,.
D’ot, l'inclusion qui manque, puisque Tg*_l(O)X =W,Ng(0).

Il résulte des lemmes 4 et 2, des propositions 11 et 14 la proposition suivante :

Proposition 15. Soit F € D%(Cx) et g : C"* — CP une submersion d fibres non caractéristiques
pour toute composante de la vari€té caractéristique de F. Alors, nous avons :

— Le couple (g,Car F) est sans pente.

— Les images directes locales Rg.JF sont a cohomologie localement constante.

~ Le morphime canonique i~ 'F — U, F est un isomorphisme.

- Car (i7'F) = Car (V,F) = Car F + Tyr(0)X-

4.3.2. Restriction non caractéristique d’un morphisme sans pente. Considérons X un voisinage
de lorigine dans C™ et Y un germe de sous-espaces analytique de X. On considere une submer-
siong = (g1,...,6r) : C" = C" et f = (fr41,..., fp) : C* — CP~". On note (g, f) I'application :

(9,f): C" — C" : = (g(x), f(2)).

Lemme 5. On suppose que fy est sans pente et que la submersion g est a fibres non ca-
ractéristiques pour Wyy N f=1(0). Alors :

(1) Au voisinage de (g, f)~*(0), le sous-espace (g, f)=(*(g, f)) (I3 X) s’identifie au croi-
sement normal Te-C" x fr(*f")" (T3 X) de CP.

(2) Wig.py 0 (9, 1)710) = (Wpy 0 F10)) + T2y X.
(3) (g, f)y : Y — CP est sans pente.
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Preuve du lemme : Supposons Y ;_; Aidgi(z) + >0 Nidfi(z) € Ty X. Cela implique au
voisinage de (g, f)~1(0) que A; = 0 pour i € {1,...,r}. On obtiendrait sinon un covecteur

non nul dans Wyy N f/royn T;,I(O)X ce qui contredirait I’hypothese que g est a fibres non
caractéristiques. Il en résulte : >V . Ndfi(z) € Ty X et donc (x,Ary1,...,),) appartient &
f=(Cf) YTy X). Cela établit le point 1 de la proposition.

Soit (z,€) € Wry N f71(0) + Ty1 ()X, il s’écrit :

T
(2,6) = (z.a + Y Nidg()) ou (z,a) € Wy et g(z) = f(z) = 0.
i=1
Le point (z, «) est donc limite de (2, Bn+>_1—, 1 Xi(n)dfi(z,)) ot (2n, Bn) € Ty X. Il en résulte
que (x,&) est limite de la suite :

(@ns B+ Y Nidgi(n)) + D Ai(n)dfi(an))-
=1 i=r+1

Ainsi, (z,€) € Wiy ),y N (g, )" 1(0).

Inversement, supposons (z,£) € Wi, ¢y N (g, f)~'(0). Le point (z, &) est alors limite de

(@0 B+ Y Nidgi(n)) + Y Ai(n)dfi(xn)),
=1 i=r+1

ot (2, By) € Ty X. Or, par hypothese, au vosinage de (g, f)~1(0) :
WonNWey C Tx X.
Il en résulte W, + Wy y fermé et (z,£) € Wy + Wy y. Do :
(,6) € Wiy N f7H0)) + Ty-1(0)X.

Ainsi, on obtient I’égalité attendue au point 2.

Enfin, (Wsy N f71(0)) N Ty (g)X est par hypothése contenue dans la section nulle de T X.
Ces deux variétés étant lagrangiennes coniques, il en résulte que (Wyy N f1(0)) + To1 ()X est
elle méme lagrangienne conique. La troisieme assertion résulte alors des deux premieres.

Nous déduisons de ce lemme :

Proposition 16. Soit F € D)(Cx) et UacaTy X sa variété caractéristique. Notons I, = {i €
{r+1,...,p} 5 fipy, # 0} et fa = (fj)je.- Supposons que le couple (f, Car F) soit sans pente
et et que la submersion g soit a fibres non caractéristiques pour les Wy vy, N f;l(O), alors :
- ((g, f),Car F) est sans pente.
— Les images directes locales R(g, f)«F sont & cohomologie constructible relativement au croi-
sement normal TcrC” x fo(tf') " L(car F).
~ Si i désigne Uinclusion de g~ (0) dans X, nous avons les isomorphismes canoniques :

Ui F) i (U F) = Wy 1(F).

—carWy ¢ F) = Uy,ep(Wy,y, Ng~1(0) + T7 10X , ou Y décrit les projections des compo-
santes de car F non identiquement nulles sur le produit F' = fri1... fp.
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Si dans la proposition, nous supposons seulement que la submersion g est a fibres non ca-
ractéristiques sur les Wy y N f ~1(0) ot T3 X est une composante de car F sur laquelle F' est non
identiquement nulle, alors ;5! F vérifie les hypotheses de la propoposition. En particulier, nous
aurons toujours :

Ui F) i M (F) = U, f(F).

Dans nos articles [M-T2] et [D-M-S-T], nous avions étudié cette situation d’un point de vue
algébrique lorque f est constituée d’une seule fonction (p — r = 1). La proposition 16 apporte
un complément géométrique a cette étude.
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